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1 Faktorizace Fermatovych ¢isel

1.1 Algoritmy pro faktorizaci

CFRAC. Continued fraction factorization je obecny algoritmus pro faktorizaci celych
¢isel. V roce 1975 jej vyvinuli Michael A. Morrison a John Brillhart. CFRAC je
zaloZen na Dixonové faktoriza¢ni metodé (modifikace Fermatova faktoriza¢niho al-
goritmu). CFRAC pouziva nejlepsich piiblizeni fetézového zlomku

Vikn, keZt

7Z algoritmu pro rozklad odmocniny z celého ¢isla do fetézového zlomku je patrné,
ze rozvoj je periodicky. Napi. pro /Fg dostaneme

V264 41 =232 4 /260 4 1 — 232 =232 4

1
232 4 /261 1 |
Odsud /264 + 1 = [232,233].

GNFS. General number field sieve je v soucasné dobé algoritmus s nejnizsi casovou
slozitosti pro nynéjsi pocitace.

O(exp ((%n) %(logn)g))

Shoriv algoritmus. V roce 1994 objevil Peter Shor algoritmus, ktery pracuje v poly-
nomidlnim ¢ase na kvantovych strojich. Jeho ¢asova slozitost je O(n3), pamétova
naro¢nost O(n). V roce 2001 doglo k prvni praktické faktorizaci ¢isla 15 na experi-
mentalnim 7mi quibitovém pocitaci.

1.2 Faktorizace Fg

O F; vime, 7e ma 20 cifer, 2 faktory (6, 14) — Landry 1880. Faktor m4 tvar 2" "1k + 1,
(k € Z) - Euler, 1770. Pfesn&ji 2"t21+ 1, | € Z — Lucas, 1878. K faktorizaci Fs pouZijeme
pro jednoduchost algoritmus hrubé sily, budeme testovat ¢isla 28 -1 + 1 pro [ € [2°;2%4].
Skript je napsan v Perlu s vyuzitim knihovny pro interpretaci a operace s ¢isly s libovolnou
presnosti GMP!.

#!/usr/bin/perl

use strict;
use warnings;
use GMP::Mpz qw/:all/;

Thttp://swox.com/gmp



my $k = mpz(2) **x 64 + 1;
print "F(6) = 2764 + 1 = $k\n";

my ($d, $£) ;

for (1 .. 2%x24) {
$d = mpz($_) * 2 xx 8 + 1;
next if $k % $d;
$£=%d;
last;
}

if (!defined $f) {
print "No factors found\n";

3

print "F(6) = $d * ", $k/$d, "\n";

Vysledek dostaneme uz pro [ = 1071.
Vystup programu:

2764 + 1 = 18446744073709551617
274177 * 67280421310721

F(6)
F(6)



2 Retézové zlomky
2.1 Nejlepsi priblizeni

Ptrevedeme cdisla %, V/3,v/2 a 7. Pro vyrazy obsahujici odmocniny mizeme koeficienty
fetézovych zlomki spocitat ru¢né, posloupnost bude periodicka. Pro ¢islo 7 ziskame dosta-
tecné dlouhé vyjadieni. Vzhledem k pouziti standardnich datovych typt pro reprezentaci
¢isel bude stacit zhruba 14 desetinnych mist?. Koeficienty &isla m snadno vygenerujeme
skriptem uvedenym nize.

Pro generovani postupnych priblizeni a spoc¢teni chyby pouzijeme nésleduji skript. Na
vstupu jsou koeficienty pravého fetézového zlomku a “spravna hodnota” (hodnota vzhle-
dem ke které se po¢ita chyba) je uvedena jako argument.

Pro vypocet jednotlivych postupnych priblizeni pouzijeme vzorec vyplyvajici z matico-
vého zapisu pro vypocet koeficienti. Pro citatel i jmenovatel je vzorec shodny, lisi se
pouze startovaci ¢leny posloupnosti. Pro ¢itatel (1,a), pro jmenovatel (0,1), kde a; je
i-ty koeficient pravého fetézového zlomku.

T; = 0; " Ti 1+ T2

#!/usr/bin/perl
#Generate continued fraction approximation from given coefficients
#input: comma separated list of coefficients on standard input

sub logl0 {
log(shift)/1log(10);

}

my $r=shift;

my Qa=split ’,’,<STDIN>;
my ($p0,$90,$p1,8q1)=(1,0,8$a[0],1);
my $i=1;
my ($pn, $qn) ;
for (1 .. $#a) {
print "$_ ".($p1/$ql1)." $p1/$q1";
print ’ ’,logl0(abs($r-$p1/$q1)) if defined $r;
print "\n";
$pn=8al[$_1*$p1+$p0;
$gn=8a[$_1*$q1+$q0;
$p0=$p1;
$90=%q1;
$p1=$pn;
2Pouzijeme napiiklad 3.14159265358979323846264338327950.




$q1=$qn

Skript spustime pro zlaty fez: $§ ./gencf3 1.61803398874989 < fibocoef.txt Soubor
fibocoef.txt obsahuje koeficienty oddélené ¢arkami (v tomto piipadé dostatecny pocet
jednicek).

Prvnich 13 fadek vystupu (ve formatu: éislo aproximace, hodnota, zlome p¥iblizeni, log,,
z odchylky) vypada nésledovné.

1/1 -0.208987640249982

2/1 -0.417975280499952

.5 3/2 -0.927992916413935

.66666666666667 5/3 -1.31307181571953

.6 8/5 -1.74390820558603

.625 13/8 -2.15701582849151
.61538461538462 21/13 -2.57685683405749
.61904761904762 34/21 -2.99412041673167
.61764705882353 55/34 -3.41236767929751

10 1.61818181818182 89/55 -3.83023909197989
11 1.61797752808989 144/89 -4.24825404943149
12 1.61805555555556 233/144 -4.66621417499722
13 1.61802575107296 377/233 -5.08419524453323

O 0O ~NO O WN =
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Graf znézoriiuje vyvoj chyby pfiblizeni (logio z odchylky) pro n-té pfibliZeni.

2.2 Astronomicky rok

Délku roku nejprve prevedeme na jedno desetinné ¢islo. Vime, ze den mé 24 hodin, hodina
60 minut a minuta 60 vtefin. Dostaneme

48+ 38

365 + ——80 =365.2423.
+ 24

Pomoci nasledujiciho skriptu prevedeme ¢islo na koeficienty pravého retézového zlomku.

#!/usr/bin/perl
$_=shift;

for(;;) {
print int $_;
$_-=int $_;
last if $_<0.0000001;
$_=1/%_;



print ’,’;

}

print "\n";

Vysledkem je: 365,4,7,1,6,1,1,19,1.

360 +

4+




® 1,1
v2 [1,2
V3 [1,1,2]

T [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,1,2,2,2,2, .. ]

Obrazek 1: Vyvoj chyby nejlepsiho priblizeni.
O p,,,,‘.m“ T T T T T T . T
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3 Cebysevovy polynomy

Mame fri2(x) — 22 fri1(2) + fu(z) = 0 a poéateéni podminky fo(z) = Th(z) = 1, fi(z) =
Ti(z) = z a fo(z) = 0, fi(x) = Ui(x) = 2z. Diferenéni rovnici vyfesime pomoci z-
transformace a pomoci podminek uréime T'(z) a U(z).

22F(2) = 2% fo(z) — 2 fi(z) — 22(2F (2) — zfo(x)) + F(2) =0
F(2)(1 —2r2 '+ 272) = (1 —22z 1) fo(z) + 2 fi().

Odtransformovanim a dosazenim pocatecnich podminek. ..

o

1—xz7t
T —Mn — —
— n(7)z 1—2zxz71 4272
RPN L
T2l — izl 1 — 2920
1 1
T,e) = (3 + ) = L(a+ VaZ — 17 + (2~ Va2 1))

> 1

U, = =
Z ”(x)z 1—92pz 14 z2
n=0

21 1 29 1

21 —2y 1—2z1271
Z;H_l _ Z;z+1

21— 29 1— 29271

Ul ==, =
(x+V22=1)" — (x — /22 — 1)}

2 —1

3.1 Interpolace CebySevovym polynomem

Pomoci implementace algoritmu pievodu v jazyce Python aproximujeme funkci e, Zjis-
time nejvétsi chybu priblizeni.

Maximalni chyba nastala pro funkéni hodnotu x = 2.5, absolutni chyba je 0.0041003842775973,
relativni 2.124051641863847

#!/usr/bin/python

from math import *
import sys
import string



def chebft(func, a, b, n):
n+1#n+ 1 koeficientu
range(n) # inicializace poli
range (n)

n=
f
C
bma
bpa

0.5 *x (b - a) # transformace intervalu
0.5 x (b + a) # (a,b) ==> (-1,1)

# transformace funkce

for k in range(n):

y = cos(pi * (k + 0.5) / n)
f[k] = func(y * bma + bpa)

# vycisleni koeficientu

fac

for
sum

for
sum

.

-

2.0/ n

in range(n):
0.0

in range(n):
sum + f[k] * cos(pi * j * (k + 0.5) / n)

cljl = fac * sum

return c

def chebev(a, b, ¢, m, x):

if ((x -a) *x (x -Db) >0.0):
print "x nelezi v <a,b>"
return "null"

if m > len(c) - 1:
print "m prilis velke"
return "null"

y

t0 =
tl =

(2.0*x-a-b) / (b - a) # zmena intervalu na (-1,1)

1
y

f =0.5 % c[0] + c[1] * t1

k =

1

while k < m:

k=k+1

t2 = 2. x y x t1l - t0
f =f + c[k] * t2
t0 = t1

tl = t2



return f

def showfun(func, a, b, ¢, n, h):
X = a
maxerr = 0.
while x <= b:

fax = chebev(a, b, ¢, n, x)
fx = func(x)
err = abs(fax - fx)

if fx:
relerr = abs(fax / fx - 1)

print "%4f %f" % (x,fax)

if err > maxerr:

maxerr = err
maxrelerr = relerr
Xmax =X

x += h

if maxerr !'= O:

print "(n=%d) MAX_E x=),.4f AE=),.4f RE=),.24f" 7, (n, xmax, maxerr, maxrelerr)
return

def myfunc(x):
return exp(-pow(x, 2))

if (len(sys.argv)<2):

n=10

else:
n=string.atoi(sys.argv[1])

print "CHEBFT n = " + repr(n)

¢ = chebft(myfunc, -2.5, 2.5, n)
showfun (myfunc, -2.5, 2.5, ¢, len(c) - 1, 0.25)

10
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Obrazek 2: Aproximace funkce e~

1.2
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4 Autogenerator

Nésledujici program vygeneruje a vypise do souboru STDOUT sviij obsah. Tento program
vyuziva zajimavé vlastnosti nékterych programovacich jazyk a sice schopnosti programu
obsahovat sebe sama. S podobnym mechanismem se setkime u zlatého fetézce.

char *a="char *Jc";char *b="main(){printf(a,’a’);putchar(’=’);putchar(34);\
printf(a,’%’) ;putchar(’c’) ;putchar(34) ;putchar(’;’); printf(a,’b’);\
putchar(’=’) ;putchar(34) ;printf(b); putchar(34);putchar(’;’);printf(b);}";
main(){printf(a,’a’) ;putchar(’=’) ;putchar(34);

printf(a,’%’) ;putchar(’c’) ;putchar(34) ;putchar(’;’);

printf(a,’b’) ;putchar(’=’) ;putchar(34) ;printf(b);

putchar(34) ;putchar(’;’);

printf(b);}

12



5 Hanoiské véze
Algoritmus byl implementovan v jazyce Perl. Cely problém fesi rekurzivné volana pro-
cedura hanoi. Ta premisti n — 1 diskl ze zdrojového mista na docasné misto s vyuzitim

cilového mista. Poté premisti n-ty disk ze zdrojového na cilové misto. K dokonceni zbyva
premistit n — 1 diskid z doCasného mista na cilové.

5.1 Implementace algoritmu

Program predstavuje implementaci pro n diski. Libovolny pocet diski lze zadat pomoci
parametru. Vychozi hodnota pro pocet diskii je 3.

#!/usr/bin/perl
sub hanoi;

sub hanoi {
my ($n,$from,$via,$to)=0_;

$n or return;
hanoi $n-1,$from,$to,$via;

print "$from ==> $to\n";
hanoi $n-1,$via,$from,$to;

$_=shift;
/~\d+$/ or $_=3;
hanoi $_,1,2,3;

5.2 Poclet kroku

Necht a,, zna¢i minimalni pocet tahti pro premisténi n diskl z jednoho mista na druhé.
Ze zdrojového kédu programu je ziejmé, ze a,, = 2a, 1 + 1.

Rekurentni zadani posloupnosti prevedeme do explicitniho tvaru.

Uvazujeme dvé stejné posloupnosti zadané odlisné.

Qp — 20,n_1 =1

Opt1 — 2ap, =1

Rovnice odecéteme.

13



1 — 3p + 20,1 =0

Vyresime charakteristickou rovnici.

A —3)2+2=0
A=2)(A=1)=0

Dostavame, ze a, = a2™ + (. Zfejmé ay = 0 a a; = 1. Explicitni vyjadreni tedy je

a, =2" —1

14



6 Délitelnost Cislem 7

Vsimneme si, ze mechanismus postupného nasobeni a s¢itani cifer pripominé zapis ¢isla
ve trojkové soustavé. Algoritmus popie tvrzeni: Cislo z je délitelné sedmi pravé tehdy

kdyz
k

d 3" %T=0

n=1
kde k je pocet cifer isla, ¢, (dekadickd) cifra ¢isla a ¢; nejméné vyznamna cifra. (% je
odligné zapsana operace mod.)

Dikaz:

Vsimneme si, ze posloupnosti a,, = 10" a b, = 3™ maji pro délitel 7 stejné charakteristické
posloupnosti a tedy i stejné zbytky po déleni ¢islem 7.

100%7=3"%7=1
10 %7=3"%7=3
10°%7=32%7=2
100 %7=3%7=6
10*%7=3"%7=4
10°%7=3%7=5

Délitelnost ¢isla k obecné ovéfime spoctenim sumy » c,(B"™ % d) (¢, je n-ta cifra, B
Ciselnd baze a d délitel). Je-li vysledek této sumy délitelny délitem d beze zbytku, je jim
takto délitelné i ¢islo k. Tato vlastnost vyplyva z vlastnosti kongruence pro sc¢itani a
nasobeni.

6.1 Délitelnost ¢isly 7, 11 a 13

Pro pfipad zjistovani délitelnosti ¢isly 7, 11 a 13 mizeme vyuzit skutecnosti, ze ¢islo 1001
je délitelné témito beze zbytku. Libovolné celé ¢islo muzeme zapsat jako & - 1001 + [,
k,l € Zy a omezit se na zjistovani délitelnosti ¢isla [.

946988875 = 946988 - 1000 + 946988 — 946988 + 875 =
= 946988 - 1001 — (946988 — 875)

15



7 Hazeni kostek

7.1 Pravdépodobnosti pro 3 a 4 kostky

Nasledujicim skriptem spocteme pocet riznych kombinaci pro jednotlivé soucty. Pocet
kostek je zadan jako vstupni argument. Ziskané hodnoty nasobime 1/n, kde n je pocet
kostek. Ze ziskanych hodnot nakreslime graf. Algoritmus prochazi vSsechny mozné kombi-
nace, tj. ¢isla z intervalu [0; 6" — 1] pro kaZdé spoé¢ita soucet cifer ¢isla reprezentovaného
v Sestkové soustavé a vysledek pro kazdy soucet ulozi do pole @res.

#!/usr/bin/perl

my $n=shift;
$n=3 if $n!~/"\d+$/;
my $p=shift;

my Qres;

sub getsum {
my ($N,$n)=0_;
my $r=0;
while($N--) {
$r+=$n%6;
$n/=6;

$r;
}

for my $i (0 .. (6x*$n)-1) {
my $sum=getsum $n,$i;
$res[$sum] ++;

}

for (my $i=0;$i<@res;$i++) {
print "".($i+$n)." ".(defined $p?$res[$il/ (6**$n) :$res[$il)."\n";
}

Napriklad pro n = 3 dostaneme nasledujici hodnoty.

345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
1 3 6 10 15 21 25 27 27 25 21 15 10 6 3 1

16



Obrazek 3: Graf pravdépodobnosti pro 3 a 4 kostky.
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7.2 Hodnota pravdépodobnosti

Hodnota pravdépodobnosti nejvyssiho souctu pri hazeni n kostkami nastane pouze v pii-
padé, Ze na vSech kostkiach padne Sestka. Pravdépodobnost Sestky na jedné kostce je 1

6’
na n kostkdch soucasné tedy (1)".

17



8 Zlaty retézec

Motivaci je implementace algoritmu, ktery vygeneruje libovolné dlouhy podietézec z li-
bovolného mista zlatého Tetézce. Vyjdeme z jednoduchého rekurzivni funkce pro n-té
Fibonacciho ¢islo.

sub genf {
my $a=shift;
return 0 if !$a;
return 1 if $a==1;
return genf($a-1)+genf($a-2);

8.1 Implementace algoritmu

Rozhrani predstavuje funkce getgs, jejiz argumenty udéavaji pozici (pos) a délku (len) pod-
fetézce. K dispozici je cache, ktera obsahuje fetézec odpovidajici fetézcové AB reprezen-
taci néjakého n-tého Fibonacciho ¢isla. Je-li pos 4 len mensi nez délka cachového Tetézce,
funkce okamzité vraci vysledek, jinak ur¢i posledni Fibonacciho ¢islo mensi nez pos + len.
Na zakladé porovnani vraci vysledek pomoci rekurzivniho volani. Soucet pos + len je
v kazdém vnofeném volani nizsi, tim je zarucena konec¢nost algoritmu.

#!/usr/bin/perl

use strict;
use warnings;

sub 1rf {
my ($n,$1,$r)=0_;
my ($a,$b)=(1,1);
while ($n>$b) {

my $c=$b;
$b+=%a;
$a=$c;

}

return $a;

my $cache_str=’ab’;
my $cache_len=length $cache_str;

sub getgs {
my ($pos,$len)=0_;
return substr $cache_str,$pos,$len if $pos+$len<=$cache_len;
my $1=1rf $pos+$len;

18



my ($1part,$rpart) ;
if ($pos<$l) {
$1part=getgs ($pos,$1-$pos) ;
$rpart=getgs(0,$len-($1-$pos));
} else {
$1lpart=""7;
$rpart=getgs ($pos-$1,$1len);
}
return $lpart.$rpart;
}

for my $i (quw/1 2 3 5 8 13/) {
print getgs(0,$i)."\n";
}

Vystup programu vypada nasledovné (podfetézce odpovidajici Fi(=1),..., Fs(= 13)).

a
ab

aba

abaab
abaababa
abaababaabaab
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9 Katalanska disla

Jednou z interpretaci posloupnosti katalanskych ¢isel je poc¢et vSech kombinaci spravného
zapisu paru zavorek, tzn. soucet poctu levych zavorek musi byt vzdy vétsi nebo roven
souctu poctu pravych zavorek v libovolném podretézci za¢inajicim na pocatku zavorko-
vého fetézce. Pro pocet takovych kombinaci 1ze na zakladé znalosti spravného zapisu
zévorek odvodit rekurentni formuli.

e n=01

Pron =0,1 je zfejmé Ay = A; = 1.

en=n+1

Vzdy musime zagit levou zavorkou (resp. skonéit pravou), pfislusnou pravou zavorku
mizeme umistit na libovolné neobsazené misto. Mezi prvni dvojici zadvorek miizeme
umistit bud Zadny nebo vice part zavorek, maximdalné n. Umistime-li tedy mezi
zévorky ¢ pari, potom za tyto zavorky musime umistit n —¢ pard. Pro kazdou volbu
1 existuje pravé A; zpisobi vyplnéni vnittku a A,_; pro vyplnéni zbytku. Odtud
pro n + 1 zavorek dostavame rekurentni vzorec

An+1 = i Az ) An—i
=0

123 4 5 6 7 8 9 10
1 25

14 42 132 429 1430 4862 16796

9.1 Interpretace Katalanskych ¢isel

e explicitné

e rekurentné

Co=1, Cn1=) Ci-Cu
1=0

e pocet vSech moznych binarnich stromt s n uzly
e pocet vSech moznych triangulaci konvexniho mnohothelniku s n+2 hranami

e pocet vSech moznych lomenych c¢ar obtahujicich hrany na rohu ¢tvereckovaného
papiru, kde jednotlivé tseky c¢ary vedou vzdy na pravy horni nebo pravy dolni
sousedni priisecik pficemz neni piekrocen dolni horizont, ktery je urcen pocate¢nim
priiseéikem (roh papiru je orientovan smérem vzhiru)

20



